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第九章 二次函數
前一章我們學過了一次函數，本章將繼續延伸到二次函數。二次函數的函數圖形為拋物線，拋物線在日常生活中隨處可見。例如投球時，球的移動軌跡就屬於拋物線。我們也將利用二次函數處理關於最大值、最小值的問題。
學習目標
1.能畫出二次函數的函數圖形。
2.能找出拋物線的頂點、開口方向、對稱軸。
2.能利用二次函數解決最大值、最小值的問題。

3.能處理二次函數的應用題。
9.1節 二次函數及其圖形
在第八章中，我們已經學過一次函數
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的函數圖形是一條直線。也簡單畫過
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的圖形是一條拋物線。本節我們將針對
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這類二次函數來做討論。
二次函數：形式為
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，其中
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。即變數x最高次數為2，且
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項係數不為0的函數。
如同第八章中我們可以畫出一次函數的函數圖形，對於二次函數如
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我們也可以畫出函數圖形。
我們來畫畫看
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的圖形，先找出幾個符合的點：
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	9
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表9.1-1
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將這些點描在直角座標上，並用直線連起來，如圖9.1-1。
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圖9.1-1
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於是我們得到了一個類似折線圖的圖形，但事實上這張圖只是
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的近似圖，並非真正的圖形。我們可以再多增加(－2,4)、(2,4)兩個點，如圖9.1-2：
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圖9.1-2
可以看出圖9.1-1與圖9.1-2的圖形不太一樣，我們描的點越多，畫出來的圖形就會越接近真正的
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圖形。實際上，
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是如圖9.1-3的拋物線。
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圖9.1-3
畫二次函數圖形時，我們無法畫出所有的點。因此一般只需畫出幾個點，再將各點連接起來作為近似圖，取的點愈多，畫出來的圖形就愈精確。
例題 9.1-1

畫出二次函數
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的圖形。
詳解：

令
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，先找出數個圖形上的點。

	x
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	-1
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	-18
	-8
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	-8
	-18


表9.1-2

將符合的點描在直角座標上，再用平滑的曲線連起來，如圖9.1-2。[image: image1817.wmf]2
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圖9.1-4
【練習】9.1-1
畫出二次函數
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由前面例題，我們已知道函數
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的函數圖形都是拋物線。事實上，只要是二次函數，那麼所畫出來的圖形都是拋物線。因此我們討論二次函數的函數圖形時，相當於是討論拋物線的圖形。

接著我們來討論由二次函數所畫出拋物線圖形的一些性質，先複習第四章曾學過的對稱於y軸：


若兩點對稱於y軸，則兩點的y座標相同時，x座標互為相反數。
再來觀察
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的函數圖形，即
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。圖形右側的點
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，也都落在
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上。 事實上，所有
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上的點
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，對y軸的對稱點
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上。此時我們稱y軸(或直線
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的對稱軸。即
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的函數圖形，其對稱軸為y軸。
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圖9.1-5
除了
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以外，所有形式為
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的函數圖形，也都是以y軸為對稱軸。

我們來證明
[image: image44.wmf]2

)

(

ax

x

f

y

=

=

是以y軸為對稱軸。已知點
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上，若點
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上(即x座標代入
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，可得y座標為
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以y軸為對稱軸。
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(將x以
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(因為
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上，所以
[image: image60.wmf]2

ah

k

=

，即
[image: image61.wmf]k

ah

=

2

)

由以上式子可知，當點
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上時，點
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上，因此
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的圖形是以y軸作為對稱軸。我們也可以稱
[image: image67.wmf]2

)

(

ax

x

f

=

的函數圖形是對稱於y軸的線對稱圖形。
例題 9.1-2 
(1)找出二次函數
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，其函數圖形的對稱軸。
(2)畫出
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的函數圖形。

詳解：

(1)
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符合
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的形式，因此是以y軸為對稱軸。
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的圖形對稱於y軸。我們只要畫出右側的圖形，再利用線對稱畫出左側的圖形即可。
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表9.1-3
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圖9.1-6
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圖9.1-6，先畫出
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右半邊的圖形，接著再利用線對稱，畫出左半邊的圖形。
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圖9.1-7
圖9.1-7即為
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【練習】9.1-2
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利用對稱軸，畫出
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的函數圖形。
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目前二次函數所畫出的拋物線圖形，有些是開口向上，有些是開口向下，開口方向是否有什麼規則呢？我們多畫幾個圖形來看看。
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	開口向下
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圖9.1-8
同學應該可以發現，對於二次函數
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時，拋物線圖形開口向上；當
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時，拋物線有最高點。這個點稱為頂點。頂點也是拋物線與對稱軸的交點。
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圖9.1-9
例題 9.1-3 
寫出下列各函數圖形的開口方向：
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詳解：
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(2)
[image: image107.wmf]0

8

<

-

，
[image: image108.wmf]2

8

)

(

x

x

f

-

=

函數圖形開口向下。
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函數圖形開口向上。

【練習】9.1-3
寫出下列各函數圖形的開口方向：
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瞭解了
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的函數圖形後，接著我們來看看形式為
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[image: image116.wmf]1

)

(

2

+

=

x

x

f

：

一樣先找出
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上的點
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	-3
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	2
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表9.1-4
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然後描點畫出圖形：                           
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圖9.1-10
圖9.1-10即為
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的圖形，頂點為
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例題 9.1-4 
畫出
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的函數圖形，並指出頂點。
詳解：

先找出數個圖形上的點。

	x
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3

	y
	-15
	-5
	1
	3
	1
	-5
	-15


表9.1-5
將符合的點描在直角座標上，再用平滑的曲線連起來，如圖9.1-11。
頂點為
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圖9.1-11
【練習】9.1-4
畫出
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的函數圖形，並指出頂點。
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例題 9.1-5 
畫出
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的函數圖形，並指出頂點。
詳解：

先找出數個圖形上的點。
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表9.1-6
將符合的點描在直角座標上，再用平滑的曲線連起來，如圖9.1-12。
頂點為
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圖9.1-12
【練習】9.1-5
畫出
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的函數圖形，並指出頂點。
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目前我們已經畫出了數個形式為
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圖9.1-13
接下來，讓我們討論形式為
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的函數圖形，一樣先找出符合
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表9.1-7
然後描點畫出圖形：
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圖9.1-14
圖9.1-14即為
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的函數圖形，頂點為
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例題 9.1-6 
畫出
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詳解：

先找出數個圖形上的點。
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表9.1-8
將符合的點描在直角座標上，再用平滑的曲線連起來，如圖9.1-15。
頂點為
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圖9.1-15
【練習】9.1-6
畫出
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例題 9.1-7 
畫出
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先找出數個圖形上的點。
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表9.1-9
將符合的點描在直角座標上，再用平滑的曲線連起來，如圖9.1-16。
頂點為
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圖9.1-16
【練習】9.1-7
畫出
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我們畫出了數個形式為
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圖9.1-17
學習了二次函數
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我們來試著畫畫看
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表9.1-10
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圖9.1-18
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的函數圖形頂點是
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例題 9.1-8 
畫出
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的函數圖形，並指出頂點與對稱軸。
詳解：

先找出數個圖形上的點。
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表9.1-11
將符合的點描在直角座標上，再用平滑的曲線連起來，如圖9.1-19。
頂點為
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圖9.1-19
【練習】9.1-8
畫出
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例題 9.1-9 
畫出
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先找出數個圖形上的點。
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表9.1-12
將符合的點描在直角座標上，再用平滑的曲線連起來，如圖9.1-20。
頂點為
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圖9.1-20
【練習】9.1-9
畫出
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我們已經畫了數個形式為
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的函數圖形，同學應該可以發現到：

1.
頂點為
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則開口向上；
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則開口向下。
利用這些性質可以簡單地判斷函數圖形的大略樣貌。
例題 9.1-10 
求函數
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詳解：

與
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因此頂點為
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【練習】9.1-10
求函數
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其函數圖形的頂點、對稱軸與開口方向。
例題 9.1-11 
求函數
[image: image237.wmf]2

)

3

(

4

)

(

2

+

+

-

=

x

x

f

其函數圖形的頂點、對稱軸與開口方向。
詳解：

與
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因此頂點為
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【練習】9.1-11
求函數
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)

6

(

5

1

)

(

2

-

+

-

=

x

x

f

其函數圖形的頂點、對稱軸與開口方向。
現在我們很清楚二次函數
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於是我們得到
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例題 9.1-12
寫出
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頂點為
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【練習】9.1-12
寫出
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函數圖形的頂點、對稱軸與開口方向。
例題 9.1-13
寫出
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(提出x2項的係數)
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(括號內加上中間項
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(將－4移到括號外)
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(括號內化為完全平方)

頂點為
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【練習】9.1-13
寫出
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函數圖形的頂點、對稱軸與開口方向。

例題 9.1-14
在直角座標上畫出
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詳解：
想畫
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的圖形，我們先利用配方法將函數化為
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(括號內加上中間項
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(將－9移到括號外)

[image: image294.wmf]2
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(括號內化為完全平方)

頂點為
[image: image295.wmf])
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、對稱軸為
[image: image296.wmf]3
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找出圖形上的點：
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表9.1-13
將符合的點描在直角座標上，再用平滑的曲線連起來，如圖9.1-21。
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圖9.1-21
【練習】9.1-14
在直角座標上畫出
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的函數圖形。
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例題 9.1-15
求
[image: image301.wmf]6
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其函數圖形的頂點座標。
詳解：
利用配方法將
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化成
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的形式。
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(提出x2項的係數)

[image: image307.wmf]6
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(括號內＋1以湊完全平方，再－1維持等式)
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(將－1移到括號外)

[image: image309.wmf]2
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(括號內化為完全平方)
得頂點為
[image: image310.wmf])
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【練習】9.1-15
求
[image: image311.wmf]2
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其函數圖形的頂點座標。
本節我們已畫了
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的函數圖形，這邊來做個整理：
	函數
	頂點
	對稱軸
	開口方向
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	將方程式利用配方法化為
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的形式再判斷。
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表9.1-14
接著我們來看看如何從函數圖形的已知條件，求出二次函數：

例題 9.1-16
直角座標上，已知某二次函數的函數圖形頂點為
[image: image341.wmf])
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(

，且通過點
[image: image342.wmf])
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，試求此二次函數。
詳解：
因為
[image: image343.wmf]k
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函數圖形的頂點為
[image: image344.wmf])
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，所以頂點為
[image: image345.wmf])
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的二次函數，我們可以列成
[image: image346.wmf]1
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將點
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代入
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因此題目所求的二次函數為
[image: image353.wmf]1

)

1

(

)

(

2

+

-

=

x

x

f


同學可以將函數圖形畫出來看看，是否符合題意。

【練習】9.1-16
直角座標上，已知某二次函數的函數圖形頂點為
[image: image354.wmf])
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，且通過點
[image: image355.wmf])
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，試求此二次函數。

例題 9.1-17
直角座標上，已知某二次函數其函數圖形對稱軸為
[image: image356.wmf]1
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，且通過點
[image: image357.wmf])
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，試求此二次函數。
詳解：
因為
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的函數圖形對稱軸為
[image: image360.wmf]h
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，所以頂點為對稱軸為
[image: image361.wmf]1
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的函數，我們可以列成
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將點
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寫成聯立方程式：
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[image: image376.wmf]2
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代入(1)得
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因此題目所求二次函數為
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同學可以將函數圖形畫出來，檢視是否符合題意。

【練習】9.1-17
直角座標上，已知某二次函數其函數圖形對稱軸為
[image: image379.wmf]3
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，且通過點
[image: image380.wmf])
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[image: image381.wmf])
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，試求此二次函數。

函數的根與圖形的關係
瞭解了二次函數的圖形後，接著我們要討論方程式的解、函數的根與圖形的關係：

方程式的解，為符合方程式的未知數之值。例如
[image: image382.wmf]0
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的解為
[image: image383.wmf]5
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[image: image384.wmf]3
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。
函數的根，為函數值
[image: image385.wmf]0
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時的x之值。例如
[image: image386.wmf]15
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的根為
[image: image387.wmf]5
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[image: image388.wmf]3
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。

一般來說，相同方程式的解與函數的根也會是相同的。若我們從直角座標圖形來看，求
[image: image389.wmf]0
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的解就相當於找函數
[image: image390.wmf]c
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其函數圖形與x軸交點之x座標。例如函數
[image: image391.wmf]15
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其函數圖形與x軸的交點為
[image: image392.wmf])
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[image: image393.wmf])
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，交點的x座標即為方程式
[image: image394.wmf]0
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的解。如圖9.1-22。

[image: image395.png]



圖9.1-22
由圖9.1-22也可看出，
[image: image396.wmf]0

15

2

2

=

-

-

x

x

有兩相異解，而
[image: image397.wmf]15
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函數圖形與x軸有兩相異交點。

接著我們來看看方程式
[image: image398.wmf]0
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，利用乘法公式可得
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，因此解為
[image: image400.wmf]3

(重根)。對函數
[image: image401.wmf]9
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來說，3也是其函數圖形與x軸交點之x座標。如圖9.1-23。

[image: image402.png]



圖9.1-23
由圖9.1-23可知，
[image: image403.wmf]0

9

6

2

=

+

-

x

x

有重根，而
[image: image404.wmf]9
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的函數圖形與x軸只有一交點。

最後我們來看看方程式
[image: image405.wmf]0
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，因為判別式
[image: image406.wmf]0
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，因此無解。對函數
[image: image407.wmf]2
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來說，其函數圖形與x軸無交點。如圖9.1-24。
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圖9.1-24
由圖9.1-24可知，
[image: image409.wmf]0
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無解，而
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的函數圖形與x軸無交點。

我們將以上討論做個整理，對於方程式
[image: image411.wmf]0
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	判別式
	解的種類
	
[image: image412.wmf]c

bx

ax

x

f

+

+

=

2

)

(

函數圖形與x軸交點
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	兩相異解
	兩相異交點
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	重根
	一交點
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	無解
	無交點


表9.1-15
例題 9.1-18
判斷
[image: image416.wmf]8
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f

的函數圖形與x軸的交點數量。
詳解：
利用判別式，先判斷
[image: image417.wmf]0

8

8

2

2

=

+

+

x

x

的解的種類。



[image: image418.wmf]0
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因此方程式
[image: image419.wmf]0
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有重根。根據表9.1-15，
[image: image420.wmf]8
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的函數圖形與x軸有一交點。

【練習】9.1-18
判斷
[image: image421.wmf]9
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f

的函數圖形與x軸的交點數量。
9.1節 習題
習題 9.1-1

畫出
[image: image422.wmf]2
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f

=

的函數圖形。
習題 9.1-2 
(1)找出
[image: image423.wmf]2
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f

=

函數圖形的對稱軸。
(2)畫出
[image: image424.wmf]2
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f

=

的函數圖形。
習題 9.1-3 
寫出下列各函數圖形的開口方向：

(1)
[image: image425.wmf]2
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  (2)
[image: image426.wmf]2
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[image: image427.wmf]2
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習題 9.1-4 
畫出
[image: image428.wmf]1
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的函數圖形，並指出頂點。

習題 9.1-5 
畫出
[image: image429.wmf]1
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的函數圖形，並指出頂點。

習題 9.1-6 
畫出
[image: image430.wmf]2
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的函數圖形，並指出頂點與對稱軸。

習題 9.1-7 
畫出
[image: image431.wmf]2
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的函數圖形，並指出頂點與對稱軸。

習題 9.1-8 
畫出
[image: image432.wmf]1
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的函數圖形，並指出頂點與對稱軸。

習題 9.1-9 
畫出
[image: image433.wmf]3
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的函數圖形，並指出頂點與對稱軸。

習題 9.1-10 
寫出
[image: image434.wmf]5
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函數圖形的頂點、對稱軸與開口方向。

習題 9.1-11 
寫出
[image: image435.wmf]1
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函數圖形的頂點、對稱軸與開口方向。

習題 9.1-12
寫出
[image: image436.wmf]5
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函數圖形的頂點、對稱軸與開口方向。

習題 9.1-13
寫出
[image: image437.wmf]1
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函數圖形的頂點、對稱軸與開口方向。

習題 9.1-14
在直角座標上畫出
[image: image438.wmf]1

6

3

)

(

2

+

+

=

x

x

x

f

的函數圖形。

習題 9.1-15
求
[image: image439.wmf]4
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函數圖形的頂點座標。

習題 9.1-16
判斷
[image: image440.wmf]1
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函數圖形與x軸的交點數量。

習題 9.1-17
直角座標上，已知某二次函數圖形頂點為
[image: image441.wmf])
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，且通過點
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習題 9.1-18
直角座標上，已知某二次函數圖形對稱軸為
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9.2節 二次函數圖形的移動
在本節中，我們將討論當二次函數圖形改變時，函數會如何變化。
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表9.2-1
可以看出x座標相同時，
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將兩個圖形畫在同一個直角座標上比較：
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圖9.2-2
如圖9.2-2，
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表9.2-3
可以看出y座標相同時，
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將兩個圖形畫在同一個直角座標上比較：
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圖9.2-3
由圖9.2-3可知，
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表9.2-4
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圖9.2-4
可以看出
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圖9.2-5
從頂點來看，
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表9.2-5
表9.2-5中，對應的各點關係都是x座標增加2單位，y座標增加3單位。事實上，整個
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為例，將圖形往上移4單位，方程式會變為
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圖9.2-6
同樣地，若是移動
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瞭解了拋物線方程式的移動之後，接下來讓我們回到二次函數的函數圖形。

我們來移動
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例題 9.2-1
(1)求將
[image: image596.wmf]2

3

)

(

x

x

f

-

=

的函數圖形上移1單位後所得的函數。
(2)求將
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(3)求將
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詳解：
利用前面討論的結果可以得到：
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【練習】9.2-1
(1)求將
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的函數圖形下移1單位後所得的函數。
(2)求將
[image: image609.wmf]2

2

1

)

(

x

x

f

-

=

的函數圖形上移3單位後所得的函數。
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例題 9.2-2
(1)求將
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將
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(2)
將
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的函數圖形下移2單位後所得的函數為
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【練習】9.2-2
(1)求將
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的函數圖形上移3單位，右移5單位後所得的函數。
(2)求將
[image: image621.wmf]2
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的函數圖形下移6單位，左移4單位後所得的函數。
例題 9.2-3
(1)求將
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的函數圖形上移3單位後所得的函數。
(2)求將
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的函數圖形左移4單位後所得的函數。

(3)求將
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的函數圖形下移2單位，右移1單位後所得的函數。
詳解：
(1)
將
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(2)
將
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(3)
將
[image: image631.wmf]1

)

2

(

)

(

2

+

-

=

x

x

f

的函數圖形下移2單位，右移1單位即得：
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【練習】9.2-3
(1)求將
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的函數圖形上移3單位後所得的函數。
(2)求將
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的函數圖形左移4單位後所得的函數。

(3)求將
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的函數圖形下移2單位，右移1單位後所得的函數。

例題 9.2-4
求將
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的函數圖形左移2單位後所得的函數。
詳解：
首先利用配方法，將
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化成
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將
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【練習】9.2-4
求將
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的函數圖形下移3單位後所得的函數。
例題 9.2-5
求將
[image: image649.wmf]1
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的函數圖形右移5單位，下移3單位後所得的函數。
詳解：
首先利用配方法，將
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將
[image: image658.wmf]26

)

3

(

3

)

(

2

+

-

-

=

x

x

f

的函數圖形右移5單位，下移3單位所得的函數為：
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【練習】9.2-5
求將
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的函數圖形左移2單位，上移7單位後所得的函數。
  9.2節 習題
習題 9.2-1
(1)求將
[image: image662.wmf]2
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的函數圖形上移2單位後所得的函數。
(2)求將
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的函數圖形下移4單位後所得的函數。
(3)求將
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的函數圖形左移1單位後所得的函數。
(4)求將
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的函數圖形右移3單位後所得的函數。

習題 9.2-2
(1)求將
[image: image666.wmf]2
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的函數圖形上移4單位，右移2單位後所得的函數。
(2)求將
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的函數圖形下移1單位，左移3單位後所得的函數。

習題 9.2-3
(1)求將
[image: image668.wmf]1
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的函數圖形上移4單位後所得的函數。
(2)求將
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的函數圖形左移5單位後所得的函數。

(3)求將
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的函數圖形下移3單位，左移2單位後所得的函數。

習題 9.2-4
求將
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的函數圖形右移3單位後所得的函數。

習題 9.2-5
求將
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的函數圖形右移3單位，下移5單位後所得的函數。

9.3節 二次函數的最大值與最小值
在9.1節中，我們有討論過拋物線的頂點，同學若觀察圖形，可發現頂點同時也是拋物線中最高或最低的點。
以
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為例：
[image: image674.png]



圖9.3-1
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開口向上，頂點
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在最低點。我們可以說，此拋物線的y座標有最小值
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。
利用這一點，我們可以求出二次函數的最大值或最小值。例如二次函數
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要注意的是，
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雖然可以找到最小值，但因為函數圖形開口向上，因此不會找到最大值。
再來看看
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圖9.3-2
由圖9.3-2可知，拋物線
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有最大值3。因為圖形開口向下，因此此二次函數沒有最小值。
由以上討論可知：

若
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。二次函數
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例題 9.3-1
判斷拋物線
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是否有最高點或最低點，並寫出最高點或最低點座標。
詳解：
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，因此拋物線開口向上，有最低點，無最高點。

頂點為
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即為最低點。
【練習】9.3-1
判斷拋物線
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是否有最高點或最低點，並寫出最高點或最低點座標。

例題 9.3-2
判斷拋物線
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是否有最高點或最低點，並寫出最高點或最低點座標。
詳解：
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頂點為
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即為最高點。
【練習】9.3-2
判斷拋物線
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是否有最高點或最低點，並寫出最高點或最低點座標。
例題 9.3-3
判斷二次函數
[image: image706.wmf]3
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是否有最大值或最小值，若有則求出最大值或最小值。
詳解：
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函數圖形頂點為
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，函數最小值為3。
【練習】9.3-3
判斷二次函數
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是否有最大值或最小值，若有則求出最大值或最小值。
例題 9.3-4
判斷二次函數
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是否有最大值或最小值，若有則求出最大值或最小值。
詳解：
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函數圖形頂點為
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，函數最大值為2。
【練習】9.3-4
判斷二次函數
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是否有最大值或最小值，若有則求出最大值或最小值。

除了從拋物線頂點來看最大最小值以外，我們也可以利用不等式來觀察。以例題9.3-3中的二次函數
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為例，我們知道平方數會大於或等於0，因此：
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(平方數會大於或等於0)
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(等量公理，不等號左右皆乘以
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(等量公理，不等號左右都加上3)
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得到此二次函數的函數值大於等於3，即此函數的最小值為3。與例題9.3-3利用圖形頂點得出的答案相同。
接著再來看例題9.3-4中的二次函數
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，我們一樣從平方數大於等於0開始：
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(平方數會大於或等於0)
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(等量公理，不等號左右皆乘以
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)

(

£

x

f


得到此二次函數的函數值小於等於2，即此函數的最大值為2。與例題9.3-4利用圖形頂點得出的答案相同。
因此我們從不等式一樣可以得知，對於二次函數
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例題 9.3-5
找出二次函數
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詳解：
對於二次函數
[image: image736.wmf]k

h

x

a

x

f

+

-

=

2

)

(

)

(

，若
[image: image737.wmf]0

>

a

，則此二次函數有最小值k。


[image: image738.wmf]8

)

6

(

12

)

(

2

-

-

=

x

x

f

中，
[image: image739.wmf]0

12

>

=

a

，
[image: image740.wmf]8

-

=

k

，因此有最小值
[image: image741.wmf]8

-

。
【練習】9.3-5
找出二次函數
[image: image742.wmf]16

)

3

(

4

)

(

2

-

+

-

=

x

x

f
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例題 9.3-6
找出二次函數
[image: image743.wmf]3
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詳解：
先利用配方法，將
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[image: image753.wmf]23
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【練習】9.3-6
找出二次函數
[image: image754.wmf]6
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例題 9.3-7
找出二次函數
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詳解：
方法一：
先利用配方法，將
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[image: image765.wmf]0
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，因此函數有最小值
[image: image766.wmf]1
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    方法二：
    前面觀念提到拋物線的頂點即為最大值或最小值發生的位置。
    所以我們觀察
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時得到的函數值：
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。根據拋物線對稱的原理，函數值相等的左右兩點中間是對稱軸，
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[image: image771.wmf]2
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為拋物線的對稱軸亦是頂點的
[image: image774.wmf]x

座標，將
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    代入二次函數：
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。因此函數最小值為
[image: image777.wmf]1
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【練習】9.3-7
找出二次函數
[image: image778.wmf])
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例題 9.3-8
找出二次函數
[image: image779.wmf]1
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詳解：
方法一：
先利用配方法，將
[image: image780.wmf]1
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18

)

9

6

(

2

2

+

-

+

-

=

x

x




[image: image788.wmf]7
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，因此函數有最小值
[image: image790.wmf]7
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    方法二：
    前面觀念提到拋物線的頂點即為最大值或最小值發生的位置。
    所以我們觀察
[image: image791.wmf]1
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，會發現當代入
[image: image792.wmf]1
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及
[image: image793.wmf]5
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時得到的函數值：
    
[image: image794.wmf]1
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。根據拋物線對稱的原理，函數值相等的左右兩點中間是對稱軸，
    所以
[image: image795.wmf]1
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與
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座標，將
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    代入二次函數：
[image: image800.wmf]7
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。因此函數最小值為
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【練習】9.3-8
找出二次函數
[image: image802.wmf]3
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的最大值或最小值。
9.3節 習題
習題 9.3-1
判斷拋物線
[image: image803.wmf]2
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是否有最高點或最低點，並寫出最高點或最低點座標。

習題 9.3-2
判斷拋物線
[image: image804.wmf]1
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是否有最高點或最低點，並寫出最高點或最低點座標。

習題 9.3-3
判斷二次函數
[image: image805.wmf]5
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是否有最大值或最小值，若有則求出最大值或最小值。

習題 9.3-4
判斷二次函數
[image: image806.wmf]2
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是否有最大值或最小值，若有則求出最大值或最小值。

習題 9.3-5
找出二次函數
[image: image807.wmf]4
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習題 9.3-6
找出二次函數
[image: image808.wmf]5
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習題 9.3-7
找出二次函數
[image: image809.wmf])
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的最大值或最小值。

習題 9.3-8
找出二次函數
[image: image810.wmf]2
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的最大值或最小值。
9.4節 二次函數的綜合題與應用題
前三小節中，我們已經瞭解的二次函數的基本知識，接下來將開始計算各種綜合題與應用題。
例題 9.4-1
圖9.4-1為二次函數
[image: image811.wmf]2
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的圖形。A、B兩點在
[image: image812.wmf]2
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上，且A、B兩點與x軸的距離都是9，試求A、B之間的距離。
[image: image813.png]



圖9.4-1
詳解：
因為A、B兩點與x軸的距離都是9，可知兩點的y座標也都是9。

將
[image: image814.wmf]9
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代入
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可知兩點座標為
[image: image818.wmf])
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與
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。又根據圖9.4-1，A點在第一象限，B點在第二象限，可判斷A點座標為
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A、B兩點y座標相同，因此距離為x座標之差。
A、B之間的距離
[image: image822.wmf]6
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【練習】9.4-1
圖9.4-2為二次函數
[image: image823.wmf]2
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的圖形。A、B兩點在
[image: image824.wmf]2
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上，且A、B兩點與x軸的距離都是8，試求A、B之間的距離。
[image: image825.png]



                                                      圖9.4-2
例題 9.4-2
求拋物線
[image: image826.wmf]1
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與直線
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詳解：
求兩方程式交點相當於解聯立方程式：
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(利用十字交乘)






[image: image834.wmf]2
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將
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代入
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，得
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，因此
[image: image838.wmf])
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將
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代入
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，得
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，因此
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為一交點。

得拋物線
[image: image843.wmf]1
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與直線
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的交點為
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同學可以將兩交點分別代入兩方程式，驗算答案是否正確。

【練習】9.4-2
求拋物線
[image: image847.wmf]7
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與直線
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的交點。

例題 9.4-3
小明想用一條100公分長的繩子，圍成一個矩形。請問長、寬分別為多少公分時，可圍出最大的面積？最大的面積是多少平方公分？
詳解：
依題意，矩形周長為100公分，矩形周長＝(長＋寬)×2，

即100＝(長＋寬)×2，長＋寬＝50
令長為x公分，可得寬為
[image: image849.wmf])
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公分。
利用二次函數的最大值求法，找出面積最大值。
矩形面積
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[image: image851.wmf]2

50

x

x

-

=






[image: image852.wmf]x
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[image: image854.wmf])
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[image: image855.wmf]625
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[image: image856.wmf]625
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因此當
[image: image857.wmf]25
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時，有最大值625。

即長為25公分，寬為25公分時，可圍出最大的矩形面積625平方公分。
【練習】9.4-3
小華想用一條200公分長的繩子，圍成一個矩形。請問長、寬分別為多少公分時，可圍出最大的面積？最大的面積是多少平方公分？
例題 9.4-4
小豪在練習投籃，假設投出的籃球軌跡為
[image: image858.wmf]3
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，且此球有進籃框(即拋物線通過籃框座標)。如圖9.4-3，其中x公尺為籃球移動的水平距離，y公尺為籃球高度。請問：

(1)此籃球在移動過程中，距離地面最高高度為多少公尺？

(2)若小豪此球出手時，球的高度為2公尺，請問小豪與籃框的水平距離是幾公尺？
[image: image859.png]HEHEQO, 3)
HFE (7, 2)





圖9.4-3

詳解：
(1)最高點即頂點
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得頂點座標
[image: image865.wmf])
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，y座標為籃球高度，因此最高點高度為4公尺。
(2)
小豪此球出手時，球的高度為2公尺。我們將
[image: image866.wmf]2
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代入方程式，求出出手位置。
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(左右同乘以(－4))
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(利用公式解)




[image: image871.wmf]2
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由圖9.4-3可知，出手位置在第一象限，因此取
[image: image872.wmf]2
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出手位置為
[image: image873.wmf])
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，與y軸距離是
[image: image874.wmf])
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公尺。出手位置與籃框的水平距離即與y軸的距離，因此小豪與籃框的水平距離為
[image: image875.wmf])
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公尺。
【練習】9.4-4
小文站在高台上拋了一個紙飛機，假設紙飛機的飛行軌跡為
[image: image876.wmf]6
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。如圖9.4-4，其中x公尺為紙飛機移動的水平距離，y公尺為紙飛機高度。請問：

(1)此紙飛機在移動過程中，距離地面最高高度為多少公尺？

(2)此紙飛機落地時，水平距離共移動了多少公尺？

[image: image877.png]$iliti i #(0.6)
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圖9.4-4

例題 9.4-5
從地面發射一枚砲彈，若經過時間t秒與砲彈高度y公尺的關係式為
[image: image878.wmf]t
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，請問：

(1)此砲彈飛到最高點時，高度為多少公尺？

(2)此砲彈高度為75公尺時，經過時間為多少秒？

詳解：
(1)找出
[image: image879.wmf]t
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可知在
[image: image886.wmf]10
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時，y有最大值100。即砲彈最高高度為100公尺。

(2)
砲彈高度為75公尺，即
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即砲彈高度為75公尺時，經過時間為5秒或15秒。
【練習】9.4-5
小君將一顆棒球往空中拋，若經過時間t秒與棒球高度y公尺的關係式為
[image: image893.wmf]t
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，請問：

(1)此棒球拋出後，最高高度為多少公尺？

(2)此棒球拋出到落地，共經過多少秒？
例題 9.4-6
已知某拋物線最低點為
[image: image894.wmf])
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，且與直線
[image: image895.wmf]5
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交於A、B兩點，A點在第一象限，B點在第二象限。若
[image: image896.wmf]OAB

D

的面積為25平方單位，試求：

(1)A、B兩點之座標為何？

(2)此拋物線方程式為何？

詳解：
(1)依題目條件來畫出拋物線圖形，如圖9.4-5。

拋物線最低點為
[image: image897.wmf])
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，即頂點為
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，對稱軸為
[image: image899.wmf]0

=

x

。


拋物線與直線
[image: image900.wmf]5
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交於A、B兩點，可知開口應向上。

[image: image901.png]



圖9.4-5

設直線
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與y軸交於C點，則C座標為
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中，令底為
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，則高為
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。根據
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的面積為25平方單位：
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解得
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因為C為對稱軸
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上一點，因此C為
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A點與y軸距離為5，且在第一象限，通過直線
[image: image915.wmf]5
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，可知座標為
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同理B點座標為
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(2)設拋物線方程式為
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代入頂點
[image: image919.wmf])
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代入A
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因此拋物線方程式為
[image: image927.wmf]2
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【練習】9.4-6
已知某拋物線最低點為
[image: image928.wmf])
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，且與直線
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交於A、B兩點，A點在第一象限，B點在第二象限。若
[image: image930.wmf]OAB

D

的面積為54平方單位，試求：

(1)A、B兩點之座標為何？

(2)此拋物線方程式為何？

例題 9.4-7
小幼旅行社招募花東三天兩夜旅行團，預定人數為20人，每人收費3000元。但達到20人之後，每超過1人，則每人費用減100元。例如若有21人，則每人收費2900元。請問人數為多少時，旅行社收到的總費用會最多？
詳解：
題目想找總費用最多的情形，我們可以利用求二次函數的最大值來找出答案。
設超過x人，旅行社收到的總費用最多。則每人收費為
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總費用＝人數
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因此當
[image: image942.wmf]5
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時，函數有最大值62500。

也就是人數為25人時，總費用62500元為最多。


我們來試著計算看看不同人數時的費用：
24人時，總費用為
[image: image943.wmf]62400
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25人時，總費用為
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26人時，總費用為
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可知確實在25人時總費用最多，24人與26人時總費用都會變少。
【練習】9.4-7
小博旅行社招募十九尖山兩天一夜旅行團，預定人數為30人，每人收費4000元。但達到30人之後，每超過1人，則每人費用減100元。例如若有31人，則每人收費3900元。請問人數為多少時，旅行社收到的總費用會最多？

例題 9.4-8
某果園中有20棵橘子樹，平均每棵年產400個橘子。若在果園中每加種1棵橘子樹，則每棵樹平均年產量會減少10個橘子。請問加種多少棵橘子樹，可使橘子產量最大？

詳解：
題目想找橘子產量最大的情形，我們可以利用求二次函數的最大值來找出答案。

設加種x棵橘子樹，橘子產量最大。則每棵樹平均年產量為
[image: image946.wmf])
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令果園中所有橘子樹的總年產量為
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總產量＝橘子樹數量
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每棵樹平均產量
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因此當
[image: image957.wmf]10
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時，函數有最大值9000。

也就是加種10棵橘子樹時，總產量9000個橘子為最多。

【練習】9.4-8
某香蕉園中有50棵香蕉樹，1棵香蕉樹1年可產600根香蕉。若在香蕉園中每加種1棵香蕉樹，則每棵樹平均年產量會減少10根香蕉。請問加種多少棵香蕉樹時，可使香蕉產量最大？

例題 9.4-9
若
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，則：(1)
[image: image959.wmf]xy

的最大值為何？(2)
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的最小值為何？

詳解：
(1)
題目想找
[image: image961.wmf]xy

的最大值。我們要試著從已知條件
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中找出
[image: image963.wmf]xy

。




[image: image964.wmf]10

=

+

y

x





[image: image965.wmf]x

x

y

x

´

=

´

+

10

)

(


(等量公理，等號兩邊同乘以x)




[image: image966.wmf]x

xy

x

10

2

=

+





[image: image967.wmf]xy



[image: image968.wmf]x

x

10

2

+

-

=






[image: image969.wmf])

10

(

2

x

x

-

-

=






[image: image970.wmf])

25

25

10

(

2

-

+

-

-

=

x

x






[image: image971.wmf]25

)

25

10

(

2

+

+

-

-

=

x

x






[image: image972.wmf]25

)

5

(

2

+

-

-

=

x



可知在
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時，
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有最大值25。

(2)
題目想找
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的最小值。我們要試著將
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由(1)可知，
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最大值為25，因此
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【練習】9.4-9
若
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，則：(1)
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的最大值為何？(2)
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的最小值為何？

例題 9.4-10
若
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，試求
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的最大值。

詳解：
與例題9.4-9相同，我們要試著在
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中找出
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可知
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的最大值為50。

【練習】9.4-10
若
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的最大值。

例題 9.4-11
數線上有A、B兩點，座標分別為2、12。今在A、B之間取一點C，請問：
(1)C點座標為多少時，
[image: image1004.wmf]CB
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有最大值？
(2)C點座標為多少時，
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有最小值？
詳解：
設C點座標為x，則
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時，
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有最大值25。
即C點座標為7。
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得
[image: image1026.wmf]7
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時，
[image: image1027.wmf]2
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有最小值50。
即C點座標為7。

【練習】9.4-11
數線上有A、B兩點，座標分別為1、9。今在A、B之間取一點C，請問：

(1)C點座標為多少時，
[image: image1028.wmf]CB
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有最大值？

(2)C點座標為多少時，
[image: image1029.wmf]2
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有最小值？

例題 9.4-12
如圖9.4-6，阿土伯想在河邊用鐵絲圍一個長方形的菜園，鐵絲長300公尺。河當作一邊不用鐵絲圍。請問圍成的菜園，最大面積為多少平方公尺？
[image: image1030.png]



圖9.4-6
詳解：
設河的對邊長度為x公尺。則鐵絲剩下
[image: image1031.wmf])
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長方形菜園面積＝長
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可知當
[image: image1040.wmf]150
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時，菜園面積11250平方公尺為最大。

【練習】9.4-12
阿明想在河邊用鐵絲圍一個長方形的菜園，鐵絲長200公尺。河邊當作一邊不用鐵絲圍。請問圍成的菜園，最大面積為多少平方公尺？

  9.4節 習題
習題 9.4-1
圖9.4-7為二次函數
[image: image1041.wmf]2
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的圖形。A、B兩點在
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4

x

y

=

上，且A、B兩點與x軸的距離都是16，試求A、B之間的距離。

圖9.4-7
習題 9.4-2
求拋物線
[image: image1043.wmf]x
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與直線
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的交點。

習題 9.4-3
小朱想用一條40公分長的繩子，圍成一個矩形。請問長、寬分別為多少公分時，可圍出最大的面積？最大的面積是多少平方公分？

習題 9.4-4
小布玩積木投籃遊戲，假設投出的籃球軌跡為
[image: image1045.wmf]5
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，且此球有進籃框(即拋物線通過籃框座標)。如圖9.4-8，其中x公分為籃球移動的水平距離，y公分為籃球高度。請問：

(1)此籃球在移動過程中，距離地面最高高度為多少公分？

(2)若小布此球出手時，球的高度為3公分，請問小布與籃框的水平距離是幾公分？

[image: image1046.png]2
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圖9.4-8

習題 9.4-5
從地面發射一枚砲彈，若經過時間t秒與砲彈高度y公尺的關係式為
[image: image1047.wmf]t
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30
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+
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，請問：

(1)此砲彈飛到最高點時，高度為多少公尺？

(2)此砲彈高度為125公尺時，經過時間為多少秒？

習題 9.4-6
已知某拋物線最低點為
[image: image1048.wmf])
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O

，且與直線
[image: image1049.wmf]12
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y

交於A、B兩點，A點在第一象限，B點在第二象限。若
[image: image1050.wmf]OAB

D

的面積為72平方單位，試求：

(1)A、B兩點之座標為何？

(2)此拋物線方程式為何？

習題 9.4-7
丹丹家舉辦三天兩夜家族旅遊，預定人數為10人，每人收費2000元。但達到10人之後，每超過1人，則每人費用減100元。例如若有11人，則每人收費1900元。請問人數為多少時，收到的總費用會最多？

習題 9.4-8
開心果園中有10棵蘋果樹，平均每棵年產200個蘋果。若在果園中每加種1棵蘋果樹，則每棵樹平均年產量會減少10個蘋果。請問加種多少棵蘋果樹，可使蘋果產量最大？

習題 9.4-9
若
[image: image1051.wmf]14
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x

，則：(1)
[image: image1052.wmf]xy

的最大值為何？(2)
[image: image1053.wmf]2
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的最小值為何？

習題 9.4-10
若
[image: image1054.wmf]24
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，試求
[image: image1055.wmf]xy

4

的最大值。

習題 9.4-11
數線上有A、B兩點，座標分別為1、11。今在A、B之間取一點C，請問：

(1)C點座標為多少時，
[image: image1056.wmf]CB

AC

´

有最大值？

(2)C點座標為多少時，
[image: image1057.wmf]2
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AC
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有最小值？

習題 9.4-12
如圖9.4-9，阿土伯想在河邊用鐵絲圍一個長方形的菜園，鐵絲長500公尺。河當作一邊不用鐵絲圍。請問圍成的菜園，最大面積為多少平方公尺？

圖9.4-9

第九章綜合習題
習題1：

畫出下列二次函數的圖形
(1)
[image: image1058.wmf]2
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                      (4)
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[image: image1062.wmf]18
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習題2：

試寫出下列二次函數圖形的開口方向、頂點座標與對稱軸：

(1) 
[image: image1063.wmf]2

)

(

x

x

f

-

=


(2) 
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習題3：

試求下列二次函數的最大值或最小值，並寫出
[image: image1071.wmf]x

的值為多少時，會得到最大值或最小值：

(1) 
[image: image1072.wmf]6
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習題4：

二次函數
[image: image1080.wmf]2
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的圖形向左移動10單位、向下移動3單位後可得
[image: image1081.wmf]k
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，試求
[image: image1082.wmf]k
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習題5：

若二次函數
[image: image1083.wmf]56
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的函數圖形與
[image: image1084.wmf]x

軸交於
[image: image1085.wmf]A

、
[image: image1086.wmf]B

兩點，試求
[image: image1087.wmf]AB

。

習題6：

求拋物線
[image: image1088.wmf]x
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與直線
[image: image1089.wmf]8
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的交點。

習題7：

若
[image: image1090.wmf]16
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，則：(1)
[image: image1091.wmf]xy

的最大值為何？(2)
[image: image1092.wmf]2
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的最小值為何？

習題8：

楊楊想用一條400公分長的繩子，圍成一個矩形。請問長、寬分別為多少公分時，可圍出最大的面積？最大的面積是多少平方公分？
習題9：

從地面發射一枚砲彈，若經過時間t秒與砲彈高度y公尺的關係式為
[image: image1093.wmf]t
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，請問：

(1)此砲彈飛到最高點時，高度為多少公尺？

(2)此砲彈高度為12公尺時，經過時間為多少秒？
習題10：

已知某拋物線最低點為
[image: image1094.wmf])
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，且與直線
[image: image1095.wmf]8
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交於A、B兩點，A點在第一象限，B點在第二象限。若
[image: image1096.wmf]OAB

D

的面積為16平方單位，試求：

(1)A、B兩點之座標為何？

(2)此拋物線方程式為何？

習題11：

洋洋公司舉辦員工旅遊，預定人數為40人，每人收費5000元。但達到40人之後，每超過1人，則每人費用減100元。例如若有41人，則每人收費4900元。請問人數為多少時，收到的總費用會最多？

習題12：

如圖9.1，爺爺想在河邊用鐵絲圍一個長方形的菜園，鐵絲長160公尺。河當作一邊不用鐵絲圍。請問圍成的菜園，最大面積為多少平方公尺？

圖9.1
基測與會考模擬試題
(  ) 1.
若用配方法將二次函數
[image: image1097.wmf]1
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寫成
[image: image1098.wmf]k
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的形式，求
[image: image1099.wmf]=
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？【91(一)基測】
(A) 2ˉ(B) 4ˉ(C) 
[image: image1100.wmf]4
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ˉ(D) 
[image: image1101.wmf]2
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(  ) 2.
下列為四個二次函數的圖形，哪一個函數在
[image: image1102.wmf]2
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x

時有最大值3？【92(一)基測】
(A)           (B)              (C)            (D)
　　　
(  ) 3.
下列哪一個二次函數，其圖形的對稱軸為
[image: image1103.wmf]2
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？【93(一)基測】
(A) 
[image: image1104.wmf]4
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(  ) 4.
如圖9.2，座標平面上有一透明片，透明片上有一拋物線及一點P，且拋物線為二次函數
[image: image1108.wmf]2
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的圖形，P的座標為
[image: image1109.wmf])
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。若將此透明片向右、向上移動後，得拋物線的頂點座標為
[image: image1110.wmf])
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，則此時P的座標為何？【97(一)基測】
[image: image1111.jpg]






圖9.2

(A) 
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(  ) 5.
座標平面上有一函數
[image: image1116.wmf]48
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的圖形，其頂點座標為何？【99(一)基測】
(A) 
[image: image1117.wmf])
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(  ) 6.
下列哪一個二次函數，其圖形與
[image: image1121.wmf]x

軸有兩個交點？【99(二)基測】
(A) 
[image: image1122.wmf]5
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  (B) 
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(D) 
[image: image1125.wmf]24
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(  ) 7.
座標平面上，二次函數
[image: image1126.wmf]2
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的圖形過A、B兩點，其中A、B兩點的
[image: image1127.wmf]x

座標分別為2、4。若自A作
[image: image1128.wmf]y

軸的平行線，自B作
[image: image1129.wmf]x

軸的平行線，且兩線交於C點，則C點座標為何？【99(二)基測】
(A) 
[image: image1130.wmf])
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(  ) 8.
圖9.3為座標平面上二次函數
[image: image1134.wmf]c
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的圖形，且此圖形通過

[image: image1135.wmf])
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[image: image1136.wmf])
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兩點。下列關於此二次函數的敘述，何者正確？【100(一)基測】
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圖9.3
(A) 
[image: image1138.wmf]y

的最大值小於0               (B)當
[image: image1139.wmf]0
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時，
[image: image1140.wmf]y

的值大於1
(C) 當
[image: image1141.wmf]1

=

x

時，
[image: image1142.wmf]y

的值大於1         (D)當
[image: image1143.wmf]3
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時，
[image: image1144.wmf]y

的值小於0
(  ) 9.
若下列有一圖形為二次函數
[image: image1145.wmf]6
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的圖形，則此圖為何？【100北北基】
(A)             (B)             (C)            (D)
    [image: image1146.jpg]


       [image: image1147.jpg]


       [image: image1148.jpg]


      [image: image1149.jpg]



(  ) 10.
如圖9.4，將二次函數
[image: image1150.wmf]2
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的圖形畫在座標平面上，判斷方程式
[image: image1151.wmf]0
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的兩根，下列敘述何者正確？【100北北基】
[image: image1152.jpg]



圖9.4

(A) 兩根相異，且均為正根     (B) 兩根相異，且只有一個正根
(C) 兩根相同，且為正根       (D) 兩根相同，且為負根
(  ) 11.
座標平面上有一函數
[image: image1153.wmf]7
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的圖形，其頂點座標為何？【102基測】
(A) 
[image: image1154.wmf])
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(  ) 12.
將兩個二次函數
[image: image1158.wmf]1
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與
[image: image1159.wmf]1
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畫在同一座標平面上，下列有關這兩個函數圖形關係的敘述，哪一個是錯誤的？【90(一)基測】
(A)有相同的開口方向ˉ    (B)圖形都是拋物線
(C)有相同的頂點座標ˉ    (D)有相同的對稱軸
(  ) 13.
如圖9.5，將二次函數
[image: image1160.wmf]2
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的圖形向右移動兩個單位長，則下列哪一個二次函數的圖形，可為虛線所表示的圖形？【90(一)基測】
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圖9.5

(A) 
[image: image1162.wmf]2
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(  ) 14.
如圖9.6，A、B分別為
[image: image1166.wmf]2
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上兩點，且
[image: image1167.wmf]y

AB
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軸。若
[image: image1168.wmf]6
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AB

，則直線
[image: image1169.wmf]AB

的方程式為何？【91(二)基測】
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圖9.6

(A) 
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(  ) 15.
在座標平面上，有一個二次函數圖形交
[image: image1175.wmf]x

軸於
[image: image1176.wmf])
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[image: image1177.wmf])
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兩點，今將此二次函數圖形向右移動
[image: image1178.wmf]h

單位，再向下移動幾個單位後，發現新的二次函數圖形與
[image: image1179.wmf]x

軸相交於
[image: image1180.wmf])
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[image: image1181.wmf])
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兩點，則
[image: image1182.wmf]h

的值為何？【92(一)基測】
(A) 0   (B) 1   (C) 2   (D) 4
(  ) 16.
在座標平面上，
[image: image1183.wmf]8
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的圖形經由下列哪一種方式移動後，可得到
[image: image1184.wmf]12
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的圖形？【92(二)基測】
(A)先向左移5單位，再向上移20單位
(B)先向右移5單位，再向上移20單位
(C)先向下移5單位，再向右移20單位
(D)先向上移5單位，再向左移20單位
(  ) 17.
圖9.6是一座標平面。已知籃框位置B點在
[image: image1185.wmf]y

軸上，今有一選手將球從A點的位置投出，球經過的路徑是拋物線，由B點空心進籃。若此拋物線是下列某一函數的圖形，則此函數為何？【92(二)基測】
[image: image1186.jpg]



圖9.6

(A) 
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(D) 
[image: image1190.wmf]2
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(  ) 18.
有一算式“(50－□)×(□＋10)”，其中兩個□內規定皆填入相同的正整數。例如：當□填入“1”時，“(50－1)×(1＋10)＝539”，即此算式的值為539。求此算式的最大值為何？【93(一)基測】
(A)700  (B)800  (C)900  (D)1000
(  ) 19.
下列哪一個二次函數，其圖形和
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(  ) 20.
 小梅將一張畫有拋物線的透明片擺到座標平面上，將拋物線頂點與點
(2 , 3)重合，開口向上時，此拋物線為二次函數
[image: image1196.wmf]3
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的圖形，如圖9.7。若她將透明片反轉，使得開口向下且頂點的位置不變，如圖9.8，則圖9.8的拋物線為下列哪一個二次函數的圖形？【97(二)基測】
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(  ) 21.
向上發射一枚砲彈，經
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秒後的高度為
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公尺，且時間與高度的關係為
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(A)第8秒　(B)第10秒　(C)第12秒　(D)第15秒
(  ) 22.
下列哪一個函數，其圖形與
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(  ) 23.
座標平面上，二次函數
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的圖形與下列哪一個方程式的圖形沒有交點？【100(一)基測】
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(  ) 24.
如圖9.9，座標平面上二次函數
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(  ) 25.
判斷下列哪一組的a、b、c，可使二次函數
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(  ) 26.
有一個二次函數
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軸交於兩點，且兩交點的距離為4。若此圖形的對稱軸為
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(A)甲的圖形經適當的平行移動後，可與乙的圖形重疊在一起
(B)甲的圖形經適當的平行移動後，可與丙的圖形重疊在一起
(C)乙的圖形經適當的平行移動後，可與丙的圖形重疊在一起
(D)甲、乙、丙三個圖形經適當的平行移動後，都可重疊在一起
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如圖9.10，小智丟垃圾的路徑是一個二次函數
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已知二次函數
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如圖9.11，在長度為28的
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(  ) 31.
在座標平面上，方程式
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(  ) 32.
座標平面上，若移動二次函數
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軸交於兩點，且此兩點的距離為1單位，則移動方式可為下列哪一種？【99(一)基測】
(A)向上移動3單位　(B)向下移動3單位  (C)向上移動6單位　
(D)向下移動6單位
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9.1-10
頂點
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9.1-11
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9.1-15
頂點
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9.2練習解答
練習9.2-1
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練習9.2-2
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練習9.2-3
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練習9.2-4
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練習9.2-5
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9.2習題解答
9.2-1
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9.2-2
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9.2-3
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9.2-4
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9.2-5
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9.3練習解答
練習9.3-1
有最低點
[image: image1493.wmf])
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練習9.3-2
有最高點
[image: image1494.wmf])
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練習9.3-3
有最小值
[image: image1495.wmf]7
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練習9.3-4
有最大值3
練習9.3-5
有最大值
[image: image1496.wmf]16
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練習9.3-6
有最小值
[image: image1497.wmf]1
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練習9.3-7
有最小值
[image: image1498.wmf]1
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練習9.3-8
有最小值
[image: image1499.wmf]105
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9.3習題解答
9.3-1
有最低點
[image: image1500.wmf])
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9.3-2
有最高點
[image: image1501.wmf])
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9.3-3
有最小值5
9.3-4
有最大值
[image: image1502.wmf]2
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9.3-5
有最小值
[image: image1503.wmf]4
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9.3-6
有最大值
[image: image1504.wmf]2
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9.3-7
有最小值
[image: image1505.wmf]4
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9.3-8
有最小值
[image: image1506.wmf]2
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9.4練習解答
練習9.4-1
4單位
練習9.4-2

[image: image1507.wmf])
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[image: image1508.wmf])
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練習9.4-3
(1)長為50公分、寬為50公分


(2)2500平方公分
練習9.4-4
(1)8公尺
(2)30公尺
練習9.4-5
(1)19.6公尺
(2)4秒
練習9.4-6
(1)
[image: image1509.wmf])
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[image: image1511.wmf]2
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練習9.4-7
35人時，收到122500元
練習9.4-8
加種5棵時，產量30250根香蕉
練習9.4-9
(1)36
(2)72
練習9.4-10
45
練習9.4-11
(1)
[image: image1512.wmf]C

點座標5，有最大值16

(2)
[image: image1513.wmf]C

點座標5，有最小值32
練習9.4-12

5000平方公尺

9.4習題解答
9.4-1
 答：4單位

9.4-2
 答：
[image: image1514.wmf])
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、
[image: image1515.wmf])
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9.4-3
 答：(1)長為10公分、寬為10公分
(2)100平方公分

9.4-4
 答：(1)13公分
(2)
[image: image1516.wmf]5
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公分
9.4-5
 答：(1)225公尺
(2)5秒或25秒
9.4-6
 答：(1)
[image: image1517.wmf])
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[image: image1519.wmf]2
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9.4-7
 答：15人時，收到22500元

9.4-8
 答：加種5棵時，產量2250個蘋果

9.4-9
 答：(1)49
(2)98
9.4-10
 答：48
9.4-11
 答：(1)
[image: image1520.wmf]C

點座標6，有最大值25
(2)
[image: image1521.wmf]C

點座標6，有最小值50
9.4-12
 答：31250平方公尺
第九章綜合習題
1.答：
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[image: image1558.wmf]x
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2.答：

(1) 開口向下、頂點
[image: image1568.wmf])
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、對稱軸
[image: image1569.wmf]0
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(2) 開口向上、頂點
[image: image1570.wmf])
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[image: image1571.wmf]0
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(3) 開口向上、頂點
[image: image1572.wmf])
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[image: image1573.wmf]0
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(4) 開口向下、頂點
[image: image1574.wmf])
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[image: image1575.wmf]1
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(5) 開口向上、頂點
[image: image1576.wmf])
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[image: image1577.wmf]1
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(6) 開口向上、頂點
[image: image1578.wmf])
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(7) 開口向上、頂點
[image: image1580.wmf])
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-

=

x


(8) 開口向上、頂點
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[image: image1583.wmf]4
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3.答：

(1) 
[image: image1584.wmf]0
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時有最小值6

(2) 
[image: image1585.wmf]0
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時有最大值
[image: image1586.wmf]1
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(3) 
[image: image1587.wmf]1
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[image: image1588.wmf]3
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時有最小值
[image: image1589.wmf]3
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(5) 
[image: image1590.wmf]4
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(6) 
[image: image1591.wmf]2
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時有最小值1

(7) 
[image: image1592.wmf]4
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時有最小值
[image: image1593.wmf]7
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(8) 
[image: image1594.wmf]6
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時有最小值
[image: image1595.wmf]25
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4.答：
[image: image1596.wmf]3
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5.答：
[image: image1597.wmf]15
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6.答：
[image: image1598.wmf])
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7.答：(1)64            (2)128

8.答：長為100公分、寬為100公分；
面積10000平方公分

9.答：(1)16公尺        (2)2秒或6秒

10.答：(1)
[image: image1600.wmf])
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[image: image1602.wmf]2
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11.答：45人時，收到202500元

12.答：3200平方公尺
基測與會考模擬試題解答
1. 《答案》(A)

詳解：
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2. 《答案》(A)

詳解：
二次函數在
[image: image1607.wmf]2
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時有最大值3，須為一開口向下，頂點為
[image: image1608.wmf])
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的拋物線，僅有(A)符合。
3. 《答案》(B)

詳解：
(A)
[image: image1609.wmf]4
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對稱軸是
[image: image1610.wmf]2
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[image: image1611.wmf]1
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對稱軸是
[image: image1612.wmf]2
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(C)
[image: image1613.wmf]2
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對稱軸是
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對稱軸是
[image: image1616.wmf]1
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4. 《答案》(B)

詳解：
頂點原為
[image: image1617.wmf])
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移動至
[image: image1618.wmf])
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，表示此透明片向右7單位、向上2單位移動；P點座標
[image: image1619.wmf])
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向右7單位、向上2單位後新座標為
[image: image1620.wmf])
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5. 《答案》(C)

詳解：

[image: image1621.wmf]48
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的頂點為
[image: image1622.wmf])
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6. 《答案》(C)

詳解：
與
[image: image1623.wmf]x

軸有兩個交點之二次函數判別式
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(B)
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-

，符合
(D)
[image: image1628.wmf]0

384

24

4

4

0

2

<

-

=

´

´

-


7. 《答案》(A)

詳解：

[image: image1629.wmf]2

2

1

x

y

=

通過
[image: image1630.wmf]A

、
[image: image1631.wmf]B

兩點，其
[image: image1632.wmf]x

座標分別是2、4

[image: image1633.wmf]A

點
[image: image1634.wmf]x

座標是2，代入
[image: image1635.wmf]2

2

1

x

y

=

，得
[image: image1636.wmf])

2

,

2

(

A

；
[image: image1637.wmf]B

點
[image: image1638.wmf]x

座標是4，代入
[image: image1639.wmf]2

2

1

x

y

=

，得
[image: image1640.wmf])

8

,

4

(

B


自
[image: image1641.wmf]A

作
[image: image1642.wmf]y

軸的平行線，自
[image: image1643.wmf]B

作
[image: image1644.wmf]x

軸的平行線，相交於
[image: image1645.wmf])

8

,

2

(

C


8. 《答案》(D)

詳解：
由圖知二次函數通過
[image: image1646.wmf])

1

,

1

(

-

、
[image: image1647.wmf])

1

,

2

(

-

，判斷以下選項
(A)
[image: image1648.wmf]y

的最大值小於0，是錯的
(B)當
[image: image1649.wmf]0

=

x

時，
[image: image1650.wmf]y

的值大於1，是錯的
(C)當
[image: image1651.wmf]1

=

x

時，
[image: image1652.wmf]y

的值大於1，是錯的
(D)當
[image: image1653.wmf]3

=

x

時，
[image: image1654.wmf]y

的值小於0，是正確的
9. 《答案》(A)

詳解：

[image: image1655.wmf]2

)

2

(

2

6

8

)

4

4

(

2

6

8

2

2

2

2

-

-

=

+

-

+

-

=

+

-

=

x

x

x

x

x

y

，此二次函數的頂點為
[image: image1656.wmf])

2

,

2

(

-


當
[image: image1657.wmf]0

=

x

代入
[image: image1658.wmf]6

=

y

，故函數通過
[image: image1659.wmf])

6

,

0

(

，僅(A)符合

10. 《答案》(A)

詳解：
函數與
[image: image1660.wmf]x

軸(即當
[image: image1661.wmf]0

=

y

時)有兩交點，且都落於
[image: image1662.wmf]x

軸的正向，故有兩相異正根

11. 《答案》(A)

詳解：

[image: image1663.wmf]5

)

2

(

3

7

12

)

4

4

(

3

7

12

3

2

2

2

+

-

-

=

-

+

+

-

-

=

-

+

-

=

x

x

x

x

x

y

，此二次函數的頂點為
[image: image1664.wmf])

5

,

2

(


12. 《答案》(C)

詳解：

[image: image1665.wmf]1

2

2

+

=

x

y

與
[image: image1666.wmf]1

2

2

-

=

x

y

皆為開口向上的拋物線，對稱軸皆為
[image: image1667.wmf]0

=

x

，頂點分別為
[image: image1668.wmf])

1

,

0

(

、
[image: image1669.wmf])

1

,

0

(

-

，故僅有(C)錯誤

13. 《答案》(D)

詳解：

[image: image1670.wmf]2

x

y

=

向右移動2單位，可得新二次函數
[image: image1671.wmf]2

)

2

(

-

=

x

y


14. 《答案》(C)

詳解：

[image: image1672.wmf]A

、
[image: image1673.wmf]B

兩點在
[image: image1674.wmf]2

x

y

=

上，且
[image: image1675.wmf]y

AB

^

，已知
[image: image1676.wmf]6

=

AB

，得知
[image: image1677.wmf]A

、
[image: image1678.wmf]B

兩點與
[image: image1679.wmf]y

軸的距離都為3，
[image: image1680.wmf]B

點的
[image: image1681.wmf]x

座標為3，代入
[image: image1682.wmf]2

x

y

=

得
[image: image1683.wmf]9

=

y

，得知
[image: image1684.wmf])

9

,

3

(

B

，直線
[image: image1685.wmf]AB

的方程式為
[image: image1686.wmf]9

=

y


15. 《答案》(C)

詳解：
二次函數交
[image: image1687.wmf]x

軸於
[image: image1688.wmf])

0

,

4

(

-

、
[image: image1689.wmf])

0

,

2

(

，此兩點為對稱點，故對稱軸為
[image: image1690.wmf]1

2

2

4

-

=

+

-

=

x


右移
[image: image1691.wmf]h

單位，再向下移動幾個單位後，新的函數交
[image: image1692.wmf]x

軸於
[image: image1693.wmf])

0

,

1

(

-

、
[image: image1694.wmf])

0

,

3

(

，故對稱軸為
[image: image1695.wmf]1

2

3

1

=

+

-

=

x

；對稱軸由
[image: image1696.wmf]1

-

=

x

移至
[image: image1697.wmf]1

=

x

得知此函數向右移2單位
16. 《答案》(B)

詳解：
函數
[image: image1698.wmf]8

2

2

-

=

x

y

移動後得新函數
[image: image1699.wmf]12

)

5

(

2

2

+

-

=

x

y

，可知向右移5單位，向上移
[image: image1700.wmf]20

)

8

(

12

=

-

-

單位
17. 《答案》(A)

詳解：
此拋物線頂點落於第二象限，且開口向下；各選項頂點分別為(A)
[image: image1701.wmf])

6

,

2

(

-

、(B)
[image: image1702.wmf])

6

,

2

(

、(C)
[image: image1703.wmf])

6

,

2

(

、(D)
[image: image1704.wmf])

6

,

2

(

-

，僅有(A)、(D)符合，又只有(A)選項開口向下
18. 《答案》(C)

詳解：
設未知數
[image: image1705.wmf]x

，
[image: image1706.wmf]900

)

20

(

900

)

400

40

(

500

40

)

10

)(

50

(

2

2

2

+

-

-

=

+

+

-

-

=

+

+

-

=

+

-

x

x

x

x

x

x

x

，當
[image: image1707.wmf]20

=

x

時有最大值900
19. 《答案》(D)

詳解：

[image: image1708.wmf]4

)

1

(

4

4

)

1

2

(

4

8

4

2

2

2

-

-

=

-

+

-

=

-

=

x

x

x

x

x

y

，頂點為
[image: image1709.wmf])

4

,

1

(

-


(A)
[image: image1710.wmf]2

)

1

(

2

2

)

1

2

(

2

4

2

2

2

2

-

-

=

-

+

-

=

-

=

x

x

x

x

x

y

，頂點為
[image: image1711.wmf])

2

,

1

(

-


(B)
[image: image1712.wmf]2

)

1

(

2

+

-

=

x

y

，頂點為
[image: image1713.wmf])

0

,

1

(

-


(C)
[image: image1714.wmf]4

)

1

(

2

2

+

+

=

x

y

，頂點為
[image: image1715.wmf])

4

,

1

(

-


(D)
[image: image1716.wmf]4

)

1

(

2

2

-

-

-

=

x

y

，頂點為
[image: image1717.wmf])

4

,

1

(

-

，符合
20. 《答案》(A)

詳解：
拋物線
[image: image1718.wmf]3

)

2

(

2

2

+

-

=

x

y

反轉，開口方向改變，頂點、對稱軸皆不改變的二次函數，僅改變
[image: image1719.wmf]2

x

項的係數正負，故
[image: image1720.wmf]3

)

2

(

2

2

+

-

-

=

x

y


21. 《答案》(B)

詳解：
頂點
[image: image1721.wmf]x

軸座標
[image: image1722.wmf]5

.

10

2

14

7

=

+

，拋物線開口向下，越接近頂點高度越高，故10秒時高度最高
22. 《答案》(D)

詳解：
由二次函數的開口與頂點判斷與
[image: image1723.wmf]x

軸的交點數
(A)開口向上，頂點
[image: image1724.wmf])

2274

,

83

(

-

，與
[image: image1725.wmf]x

軸沒有交點
(B)開口向上，頂點
[image: image1726.wmf])

2274

,

83

(

，與
[image: image1727.wmf]x

軸沒有交點
(C)開口向下，頂點
[image: image1728.wmf])

2274

,

83

(

-

，與
[image: image1729.wmf]x

軸沒有交點
(D)開口向下，頂點
[image: image1730.wmf])

2274

,

83

(

-

，與
[image: image1731.wmf]x

軸有2個交點
23. 《答案》(D)

詳解：

[image: image1732.wmf]6

)

3

(

6

)

9

6

(

3

6

2

2

2

-

-

=

-

+

-

=

+

-

=

x

x

x

x

x

y

，拋物線開口向上，頂點
[image: image1733.wmf])

6

,

3

(

-

，不會通過
[image: image1734.wmf]50

-

=

y


24. 《答案》(A)

詳解：

[image: image1735.wmf]1

2

+

=

x

y

通過
[image: image1736.wmf]A

、
[image: image1737.wmf]B

兩點，座標分別為
[image: image1738.wmf])

4

29

,

(

a

、
[image: image1739.wmf])

4

29

,

(

b

，將此兩點代回
[image: image1740.wmf]1

2

+

=

x

y



[image: image1741.wmf]1

4

29

2

+

=

a

 → 
[image: image1742.wmf]2

5

±

=

a

，
[image: image1743.wmf]A

、
[image: image1744.wmf]B

兩點的距離為
[image: image1745.wmf]5

)

2

5

(

2

5

=

-

-


25. 《答案》(D)

詳解：

[image: image1746.wmf]7

)

3

(

)

5

(

7

3

5

2

2

2

+

+

-

+

-

=

+

-

-

+

+

=

c

x

b

x

a

x

x

c

bx

ax

y

在座標平面上有最低點，則需
[image: image1747.wmf]0

5

>

-

a

，僅有(D)符合
26. 《答案》(C)

詳解：
二次函數與
[image: image1748.wmf]x

軸交於兩點，且兩交點的距離為4，又對稱軸為
[image: image1749.wmf]5

-

=

x

，得知兩點為
[image: image1750.wmf])

0

,

7

(

-

、
[image: image1751.wmf])

0

,

3

(

-

；將此兩點代回
[image: image1752.wmf]b

ax

x

y

+

+

=

2



[image: image1753.wmf]î

í

ì

+

-

-

=

+

-

-

=

b

a

b

a

3

)

3

(

0

7

)

7

(

0

2

2

 → 
[image: image1754.wmf]î

í

ì

=

-

=

-

9

3

49

7

b

a

b

a

 → 
[image: image1755.wmf]î

í

ì

=

=

21

10

b

a

 → 
[image: image1756.wmf]21

10

2

+

+

=

x

x

y

 → 將
[image: image1757.wmf]6

-

=

x

代入

[image: image1758.wmf]3

21

)

6

(

10

)

6

(

2

-

=

+

-

´

+

-

，因此通過
[image: image1759.wmf])

3

,

6

(

-

-


27. 《答案》(A)

詳解：
甲：
[image: image1760.wmf]2

x

y

=

、乙：
[image: image1761.wmf]2

)

1

(

1

2

2

2

-

+

=

-

+

=

x

x

x

y

、丙：
[image: image1762.wmf]2

x

y

-

=


甲、乙
[image: image1763.wmf]2

x

項係數皆為1，故平移後可重疊
28. 《答案》(B)

詳解：

[image: image1764.wmf]c

x

x

y

+

+

-

=

2

3

1

2

通過
[image: image1765.wmf])

1

,

0

(

，代入
[image: image1766.wmf])

1

,

0

(

得
[image: image1767.wmf]1

=

c



[image: image1768.wmf]4

)

3

(

3

1

4

)

9

6

(

3

1

1

2

3

1

2

2

2

+

-

-

=

+

+

-

-

=

+

+

-

=

x

x

x

x

x

y

，頂點為
[image: image1769.wmf])

4

,

3

(

，
[image: image1770.wmf]4

=

b


29. 《答案》(D)

詳解：

[image: image1771.wmf]k

ax

y

+

=

2

，其中
[image: image1772.wmf]0

<

a

表示拋物線開口向下、
[image: image1773.wmf]0

>

k

表示當
[image: image1774.wmf]0

=

x

時
[image: image1775.wmf]0

>

y

，僅有(D)符合
30. 《答案》(B)

詳解：
已知
[image: image1776.wmf]t

PO

=

、
[image: image1777.wmf]t

PO

PM

3

3

=

=

，
[image: image1778.wmf]t

t

PT

2

7

4

8

28

-

=

-

=



[image: image1779.wmf]21

)

2

(

7

21

)

4

4

(

7

49

28

7

4

28

49

3

)

2

7

(

3

2

2

2

2

2

2

+

-

=

+

+

-

=

+

-

=

+

-

+

=

-

+

´

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t


長方形與正方形的面積和最小值
[image: image1780.wmf]21

=

s


31. 《答案》(D)

詳解：
三拋物線開口大小相同，因此若頂點與
[image: image1781.wmf]x

軸的距離越大，則拋物線與
[image: image1782.wmf]x

軸兩交點的距離越長

[image: image1783.wmf]9

2

2

-

=

x

y

，頂點
[image: image1784.wmf])

9

,

0

(

-

，與
[image: image1785.wmf]x

軸交
[image: image1786.wmf]A

、
[image: image1787.wmf]'

A

兩點

[image: image1788.wmf]8

)

13

2

(

2

2

-

-

=

x

y

，頂點
[image: image1789.wmf])

8

,

13

2

(

-

，與
[image: image1790.wmf]x

軸交
[image: image1791.wmf]B

、
[image: image1792.wmf]'

B

兩點

[image: image1793.wmf]5

)

17

3

(

2

2

+

+

-

=

x

y

，頂點
[image: image1794.wmf])

5

,

17

3

(

-

，與
[image: image1795.wmf]x

軸交
[image: image1796.wmf]C

、
[image: image1797.wmf]'

C

兩點

[image: image1798.wmf]5

8

9

>

>

，故
[image: image1799.wmf]'

'

'

CC

BB

AA

>

>


32. 《答案》(D)

詳解：

[image: image1800.wmf])

176

)(

175

(

2

6

-

-

=

-

x

x

y

，當
[image: image1801.wmf]6

=

y

時
[image: image1802.wmf]175

=

x

或
[image: image1803.wmf]176

=

x

，此拋物線通過
[image: image1804.wmf])

6

,

175

(

、
[image: image1805.wmf])

6

,

176

(

，兩點距1單位；向下移6單位後，兩點與
[image: image1806.wmf]x

軸相交，且距離1單位
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